Desigualdade probabilistica de Hoeffding ilustrada com
um caso especifico simples!

No artigo (de Machine Learning) de Sébastien Bubeck e Mark Sellke A Uni-
versal Law of Robustnesss via Isoperimetri? & utilizada a desigualdade de
Hoeffding (1963) [1] na demonstragdo do teorema principal. Esta desigual-
dade probabilistica apresenta o seguinte enunciado, em traducao do original:

Desigualdade de Hoeffding [Hoeffding (1963) Theorem 2]: Se X,

Xs, ..., X, forem varidveis aleatdrias independentes e a; < X; < b;, 1 =
1,2,...,n, entao, para t > 0:
>t < 22N (p, — -2).
P[X —p>t] exp( n°t /Z¢:1 (b; — a;)
Notagao: X = Zeu Em emqueasomaS S Xi eEr]

é a esperanga matematica de X.

Embora a demonstracao deste teorema nao faga referéncia explicita a de-
sigualdade de Markov, no caso particular do exercicio que apresento a seguir,
vou usé-la para facilitar a sua demonstracao, & semelhanca do que é feito
neste video de MIT RES.6-012 Introduction to Probability [2]. No exercicio,
a excepc¢ao da utilizagao da desigualdade de Markov, sigo, para mais facil
generalizagao, os passos da demonstracao do teorema original adaptada ao
caso apresentado.

Desigualdade de Markov?: se Z for uma varidvel aleatoria positiva ou
nula cuja esperanga matemdtica se designa por B |[Z] e ¢ uma constante pos-
itiva, entao

E[Z]

P(Z>c) < .

Exercicio (caso particular da desigualdade de Hoeffding): Sejam
X1, Xo, -+, X, varidveis aleatorias independentes que tomam, com igual
probabilidade, os valores —1 e 1

! Américo Tavares, https://problemasteoremas.wordpress.com/2022/04/04/
desigualdade-de-hoeffding-ilustrada-com-um-caso-especifico-simples/

’https://arxiv.org/abs/2105.12806

3https://en.wikipedia.org/wiki/Markov%27s_inequality



Designando a média das varidveis aleatérias por X = S/n, em que S =
Yo X; € a sua soma, e fazendo uso da desigualdade de Markov, determine
o sequinte majorante da probabilidade da média ser pelo menos t

PX>t]<e™?  t>0. (1)

Resolugao: Se substituirmos X em P W > t], obtemos a probabilidade
equivalente

PWZt}:P{%Zt}:P[SZnt].

Seja, agora, h uma constante positiva arbitraria. Como a condigao S > nt é
equivalente a e > e podemos escrever

P[X >t] =P[S>nt] =P [" >e"].

Para majorar esta tltima probabilidade usamos a desigualdade de Markov,
que aplicada a este caso se traduz em

hS hnt
P [6 >e } < ehnt ° (2)
Substituindo o valor de S, tem-se

EF%ZL&W_JQEqu

E [ehs } 3)

ehnt o ehnt - ehnt :
Dado que a funcao exponencial f(r) = e é convexa, o seu grafico é
limitado superiormente, no intervalo [—1,1], pela recta que une os pontos

(=1, f(-1) = (—1, e_h) e(1,f(1) = (1, eh), cuja equacao é dada por

Y= 5 e "+ 5 e".

Assim,
1-— 1
. Tehy %eh, re[-1,1], (4)

pelo que B [¢"¥] = B [f(X;)] satisfaz a condicao

flz) =" <

E[ehxi} < 1_E[Xi]efh+E[Xi]+1eh:

Lo n on
< 5 5 5(6 +e"), (5)



atendendo a que E [X;] = 0, pois a distribui¢ao de cada X; é simétrica.
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De (2), (3) e (5) resulta entao

ﬁ E [e"%]

—h A\ T
i=1 e + e

Para facilitar o resto do célculo, vamos agora reescrever (e’h + eh) /2:

€h2+ et e~hoIn24in(14e) L L(h). (7)
em que o expoente L(h) = —h —In2 + In (1 + €2h). As duas primeiras
derivadas de L (h) sao

2 4e—2h
L'h)=-1+—— L' (h) = ——=.
A segunda derivada admite a seguinte factorizacao
1 e 2h 1 1
L"(h) =4 x X =4 X —|1—-— 8
(h) e2h+1 e2h41 e—2h+1( e—2h+1>’ (8)

isto ¢, L" (h) = 4u(l — u) em que u = 1/(e 2" + 1) € ]0,1[, uma vez que
0<1/(e7® +1) < 1. Ora, o mdximo de 4u(1 — u) ocorre quando u = 1/2,
donde L" (h) < 4 x (1/2)(1 —1/2) = 1. Pelo desenvolvimento em série de
Taylor, dado que L (0) = L' (0) = 0, vem
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Gréficos de L(h) (azul claro), h?/2 (verde) e L"(h) (castanho claro)

No gréfico anterior mostram-se os andamentos de L(h), h?/2 e L"(h). De
(7) e (9), resulta que (e 4 €") /2 =€) < e/ e de (6),

eih + eh " —hnt+nh?/2
PWZ@S(W) < ehninh/2 (10)
Designe-se o expoente de (10) por g(h) = —hnt + nh?/2. Visto que

miny, exp [g(h)] = exp [miny, g(h)] e ¢'(h) = nh — nt = 0, o segundo membro
de (10) tem o minimo em Ay, = ¢. Finalmente, inserindo este valor em (10),
obtemos o majorante e "+/2 = ¢=7*/2 de P [X > t] indicado em (1), o
que demonstra a desigualdade de Hoeffding, neste caso especifico.

Apresento a seguir dois exemplos graficos para os casos t = 1/2 et = 3/4.



Gréficos de (e" + e") /2 (castanho claro), e (azul) e e MH?/2 (yerde),
para t = 1/2. O minimo da curva verde ocorre em hpy,;, =t =1/2

Gréficos de (e" + ") /2 (castanho claro), e (azul) e e~ M2 (verde),
para t = 3/4. O minimo da curva verde ocorre em hp,;, =t = 3/4
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